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Resumen

En este trabajo se disena un observador con entradas
desconocidas (OED) para una clase grande de sis-
temas no lineales utilizando el concepto de disipa-
tividad, tomando como base la caracterizacién de
las condiciones de existencia de este tipo de obser-
vadores realizada anteriormente por los autores. El
diseno propuesto es constructivo, pues puede ser cal-
culado al resolver una desigualdad matricial lineal
(LMI, por sus siglas en inglés).

1. Introduccion

El problema de observacion de estados convencional
consiste en reconstruir la informacién de los es-
tados de una planta, utilizando las mediciones de
las variables de entrada y de salida (consideradas
disponibles) y el modelo de la planta. Sin embargo,
cuando dentro del modelo del sistema se incluyen
ademds entradas de naturaleza arbitraria o descono-
cida, tales como perturbaciones o ruido, se requiere
de la construccién de observadores con propiedades
de robustez frente a esas entradas desconocidas.
Una clase de observadores que posee tal propiedad de
robustez son los observadores con entradas descono-
cidas (OED) [5]. Como se podia esperar, las condi-
ciones de existencia para este tipo de observadores
resultan ser mas estrictas que para los observadores
convencionales (sin entradas desconocidas), debido a
las propiedades especiales que deben poseer.
Actualmente existen dos trabajos en donde se
plantean las condiciones de existencia de OEDs.
El primero de ellos es [10], donde se proponen
condiciones en términos de observadores por modos
deslizantes, una de las cuales es que la entrada desco-
nocida sea acotada. Desde otra perspectiva, en [7] se
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presentan condiciones de existencia en términos del
concepto energético de disipatividad. En resumen,
las condiciones ahi presentadas son generalizaciones
de los conceptos de fase minima y de grado relativo
igual a uno, considerando que este tltimo esta bien
definido en todo el espacio de estados. Cabe senalar
que en este segundo estudio, a diferencia del primero,
la entrada desconocida puede ser no acotada.

Sin embargo, el planteamiento general que se hace
en [7] dificulta el cdlculo de una funcién de almace-
namiento y una inyeccién de salida requeridas para
disenar el OED. Es decir, el resultado de aquél tra-
bajo no resulta constructivo y le resta cierto interés
desde el punto de vista practico.

Por tanto, en este trabajo pretende mejorar esta
perspectiva préctica, demostrando que para cierta
clase de sistemas, con cierta estructura particular,
del resultado obtenido en [7] puede derivarse un
diseno constructivo. En este caso, el calculo de la
funcién de almacenamiento y de la inyeccién de la
salida se realiza por medio de una desigualdad ma-
tricial, la cual puede convertirse en lineal (LMI) bajo
ciertas condiciones. Debido a la existencia de algorit-
mos especializados en la solucién de LMIs, el calculo
del observador resulta facil en cierta medida.

En este articulo se ha utilizado la generalizacién del
criterio del circulo (vea [4]) en términos de disipa-
tividad formalizada en [6]. Este criterio ha sido re-
cientemente utilizado para el diseno de controladores
y observadores convencionales, como se puede ver en
[1, 2]. Incluso, en [6] se propone un disefio de obser-
vadores convencionales basado en la caracterizacion
disipativa del criterio, mostrando que varios disenos
conocidos son casos especiales del propuesto, entre
ellos, el de [1].

El documento se organiza como sigue. En la seccion 2
se presentan algunos resultados y conceptos conoci-
dos sobre la disipatividad, mientras que en 3 algunos
preliminares de los observadores con entradas desco-
nocidas son presentados, asi como el planteamiento
del problema. En la seccién 4 se establece el disenio
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de OEDs propuesto y en la nimero 5 se desarrolla
un ejemplo de aplicaciéon del mismo. Finalmente, en
la seccién 6 se realizan algunas conclusiones.

2. Disipatividad

Como la disipatividad juega un papel fundamental en
este trabajo, se recuerdan algunos resultados conoci-
dos (vea [3, 4, 6, 8, 9]). Considere el siguiente sistema
lineal invariante en el tiempo

5 & = Ax + Bu,
Ll y=0Czx,

z(0) =z, (1)

donde x € R™ es el vector de estados, u € RP el
vector de entradas e y € R™ el vector de salidas.
Consideremos funciones cuadraticas de potencia su-
ministrada

o[]S 2][2] e

donde @ € R™*™ § € R™*P. R € RP*P v Q, R
son simétricas. Con base en este tipo de funciones de
suministro, se puede definir la disipatividad de (1)
con respecto a ellas.

Defincion 1 Se dice que X1, es estrictamente disi-
pativo con respecto al estado (EDE) con respecto a la
potencia suministrada w (y, u), abreviado (Q, S, R) —
EDE, si existe una matriz P = PT > 0 y una cons-
tante € > 0 tal que

PA+ATP+eP PB] [ CTQC CTS ] _
BTP 0 sTc R | =

Considere ahora el siguiente tipo de no linealidades.

Definciéon 2 Una no linealidad estdtica variante en
el tiempo 1 : [0,00) X RP — R™  y* = 4 (t,u*) con-
tinua a trazos en t y localmente Lipschitz en u*, tal
que ¥ (t,0) = 0, se dice que es disipativa con respecto
a la potencia suministrada w (y*,u*) (2), o abrevian-
do (Q,S,R) — D, si para todo t > 0 y u* € RP

w(y"u') =w (@ (tu"),u’) =0

Es importante mencionar que las condiciones de
sector cldsicas para no linealidades [4] pueden ser
expresadas con esta definicién. Por ejemplo, para
no linealidades cuadradas, es decir m = p, las
condiciones son: si 1 estd en el sector [K7p, Ko,
es decir (y* — Kju*)" (Kou* —y*) > 0, es equi-
valente a que sea (Q,S,R) — D con (Q,S,R) =
(=1, 5 (K1 + K2), —5 (KT K2 + K{K1)); si ¢ es-
té en el sector [K1, 00), es decir (y* — Klu*)T u* >0,
es equivalente a ser (0,31, —3 (K1 + K{)) — D.
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Por eso, el siguiente lema se puede ver como una
generalizacién al caso no cuadrado del criterio del
circulo de la estabilidad absoluta.

Lema 3 /3, 6] Considere la interconezrion en retro-

alimentacion entre X, (1) y ¢ (es decir, u = —y*,
ut=y)
&= Az + Bu, xz(0)=ux0,
y=_Czx, 3)
U= 71/) (tv y) )

tal que la no linealidad ¥ es (Q, S, R)—D. Si la parte
lineal es (fR, ST, fQ) — EDE entonces el punto de
equilibrio x = 0 de (8) es globalmente exponencial-
mente estable para cada no linealidad (Q, S, R) — D.

Note que la disipatividad de la no linealidad ¥ o su
pertenencia a un sector es una forma de caracteri-
zarla, y una forma de restringir la clase de funciones
para la cual una propiedad de estabilidad como la
del lema 3 se satisface. Esto indica a su vez que en la
definicién 2 no es de utilidad el uso de funciones de
potencia suministrada (@, S, R) que sean semiposi-
tivas definidas, dado que cualquier no linealidad
seria disipativa en el sentido mencionado. Por tanto,
se asumird que (@, S, R) no es semipositiva definida

3. Observador entradas

desconocidas

con

Considere el siguiente sistema no lineal MIMO

x:Ax+Gw(J)+cp(t,y,u)—Bw,
¥:¢ y=Czx, (4)
c=Hzx

con condiciones iniciales z (0) = zg y donde z € R"
es el vector de estados, u € RP el vector de entradas
conocidas, w € R? el vector de entradas descono-
cidas, y € R™ el vector de salidas y 0 € R" una
funcién lineal del estado, no medible. La funcién no
lineal ¢ (t,y,u) es arbitraria y se asume como local-
mente Lipschitz en y, continua en u y continua a
tramos en ¢. El vector ¢ (o) de dimensién p se asume
como localmente Lipschitz en o. Se supondrd que
las trayectorias de X existen y estdn bien definidas
para todo tiempo, es decir, no hay tiempos de escape
finitos. Sin pérdida de generalidad, se asume que las
matrices B y C son de rango completo.

Se dice que un observador con entradas desconocidas
(OED) del sistema % (4) es un sistema que utiliza
informacién de las entradas conocidas u (t) y las sa-
lidas y (¢) y proporciona como salida Z (t), que es el
estimado del estado que converje asintoticamente al

366



estado real de ¥ a pesar de no conocer nada de w, es
decir, th @) —z@)=0.

— 00
En este caso se propone el siguiente observador de
orden completo, es decir, ( € R™ en

(=AC+GY(G+N(H—y)+
+L(g_y)+@(t7y7u)’ C(O):CO;

cg¢, (5)

H¢,

D¢+ Ey ,

2 P
Il

donde las matrices de inyeccién de salida L € R™*™
y N € R™™_ asi como las matrices D € R"*" y
E € R™ ™ son los elementos a disenar.

La existencia de OEDs para sistemas no lineales de-
pende fundamentalmente de una propiedad de disi-
patividad incremental [7], la cual se particulariza
para los fines de este trabajo y se escribe en términos
de la dindmica del error de estimacién.

3.1. Error de estimacion

Tomando la planta ¥ y el observador €2, se puede
generar el siguiente error de estimacion. Defina el
error en el estado como e £ ( — z, el error en la
salida como § £ §j — y, el error en ¢ como 6 £ 6 — &
y una variable auxiliar 2 £ (H + NC)e = & + N7.
La dindmica del error de estimacién es entonces

z=Ax+ Gy (o) + ¢ (t,y,u) — Bw,
é=Are+ Gv+ Bw ,

obs . z = HNe 5
s s d A ©)
oc=Hz,
v=—¢(z0),
con condiciones iniciales z (0) = xo, €(0) = ey y

donde ¢ (z,0) = (o) — (0 +2), AL, = A+ LC,
Hy = H + NC. Note que ¢(0,0) = 0 para toda
0. Cabe senalar que la ecuaciéon dindamica de x se
incluye en la ecuaciéon de error porque su soluciéon
participa en la ecuacion dinamica de e por medio de
0. Solo en algunos casos, como por ejemplo en los
sistemas lineales, esta dependencia no existe.

3.2. Disipatividad por inyeccion de la
salida de la ecuacion de error

Para el tipo de sistemas (4), se hace la siguiente
Defincion 4 Se dice que el tipo de sistemas

t=Az+ Gy (o) + ¢ (t,y,u) — Bw ,
é = Ae + Gv 4+ Bw,

Y. :4 §=0Ce, (7)
0 =He,
VZ*QS(C}&O—)’
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con condiciones iniciales x (0) = xg, €(0) = eg, es
Parcialmente Estrictamente Disipativo por Inyeccién
Lineal Parcial de la Salida (PEDILPS) si existen:
matrices L y N; una funcion de almacenamiento
continuamente diferenciable V (e, x), positiva defini-
da en e, uniformemente en x, es decir, se satisface
para todo (e,z) € R™ x R”

a ([lel]) <V (e, z) < oz ([le]) (8)

para algunas funciones ay (), as (+) de clase Ko; y
una matriz de rango fila completo S € R¥*™ | tal que
a lo largo de las trayectorias de (6)

V< —as (Jlel) +w'Sg (9)
para una funcion as (-) de clase K.

Se dice que X, (7) es parcialmente disipativo porque
la funcién de almacenamiento puede depender solo de
e y la evolucion del subsistema x no resulta muy rele-
vante. La inyeccién de la salida se denomina parcial
y lineal porque solo afecta el subsistema e y lo hace
linealmente. Note que si el sistema Y. es PEDIPS
entonces Y% es (parcialmente) (0,S,0) —EDE.

Comentario 5 FEsta definicion es una version par-
ticular de la que se da en [7], donde sistemas mds
generales son considerados. En este trabajo se con-
sideran sistemas con una estructura particular y con
inyecciones de salida también particulares.

4. Diseno por disipatividad del
OED

El resultado principal de este trabajo es la propues-
ta de una condicién suficiente y constructiva para la
existencia de un OED para la planta ¥ (4), y que
representa una aplicacién del resultado general pro-
porcionado en [7].

Teorema 6 Suponga que

(a) La no linealidad ¢ en (6) es (Q,S,R) —D para
alguna forma cuadrdtica w(¢,2) = ¢TQd +
207 Sz + 2T Rz para toda o, con Q < 0.

(b) Existen matrices de elementos constantes P =
PT >0, L, N, S y una constante € > 0, tal que

PA,+ ATP+eP PG PB

GTp 0 0 |-
BTP 0 0
(10)
~HLRHy HLST CTST
— SHpy —Q 0 <0.

SC 0 0
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Entonces existe un UIO para (4). Ademds, Q (5) es
un OED de orden completo cuando L, N, D y E
estdn dadas por (17), (18) y (19), respectivamente.

Prueba. La prueba sigue el mismo proceso que aque-
lla en [7].

i) Propiedad de Disipatividad : Para empezar, se de-
mostrard que el hecho de que (a) y (b) se satisfacen
implica que ¥, (7) es PEDILPS. Para esto, considere
la funcién de almacenamiento V (e,z) = €T Pe, que
satisface (8). La derivada de V a lo largo de las
trayectorias de (6) puede ser escrita como sigue

T

Je PAL+ALP PG PB][ ¢
V=1|v GTpP 0 0 v
w BTP 0 0 w
Como (10) se satisface, entonces
SHN —-Q 0 v
w

E R o

—HLRHy —eP HELST (CTST
0 0
<z5
z

{ST R}[f}—eV()-ﬁ-ZySw

Debido ahora a la suposicién (a), se llega a que

V < —€V(e) +20TSq (11)
y (9) —en la definicién 4— se satisface.
it) Transformacién de Coordenadas: Note que si
w=006Sy =0 entonces (11) implica que ¢ — =z.
Sin embargo, si w # 0 entonces ( - x y es nece-
sario desacoplar el efecto de la perturbacién w sobre
el estado estimado 2. Esto puede realizarse mejor en
coordenadas especiales. Para ello, note primero que
la satisfaccion de (10) implica que SC = BT P, y por
lo tanto que

SCB=B"PB>0. (12)
Como det(SCB) # 0 existe una matriz M €
R(=0*7 de rango fila completo tal que T’ = [ Sj\g } ,
detT # 0y MB = 0. T define una transformacion
de estados (x, &) = (Tz,Te) para (6) con

el ] el
En estas nuevas coordenadas, la dindmica del error
(6) tiene la forma siguiente (solo es mostrado el sub-

SCx

Mx

SCe
Me )
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sistema e transformado)
& = (z‘iu + I/lél) &1+ (12112 + f416'2) & + G+
+ BT PBw
& = (A1 + LoCh) & + (Azz + LaCo) & + Gov
Z = (E+Né)§= [ Hl‘i’Nch Hy + NCy ]57

g=0¢, Sy=&, (14)
v=—¢(z,0),
donde
- A A _ BTPB
A=TAT ' = | M 2| B=TB=
|:A21 Ay |7 0
L (G- L
o ro=[§ |- mi=[ .
C=CT'=[C C], SC=SCT =1,
HZHT_lz[.Hl HQ]

De acuerdo al resultado de [7] el hecho de que las
condiciones i) y ii) se satisfagan es suficiente para
la existencia de un OED. En los pasos siguientes, el
OED sera construido.

En estas coordenadas, la funcién de almacenamien-
to V (e,z) = el Pe se puede escribir V (£1,&2,1) =
ETTIE = (T & + &5 Taés = Vi (&) + Va (€2), donde
II = T-TPT~! es una matriz diagonal a bloques.
Este dltimo hecho puede derivarse de escribir SC' =
BT P en las nuevas coordanadas, es decir, BTTI =
[1,0].

Note que si S§ = & = 0, entonces de (11)

Vo (&) < =€V (&)

y junto con (14) el subsistema

& = (Agz + L2C3) & + Gav
z = (H2+N02)£2 5
v=—¢(z,0),

tiene & = 0 como un punto de equilibrio que es ex-
ponencialmente estable, uniformemente en o.

i11) Desacoplamiento de la entrada desconocida: Con
el fin de obtener un observador asintético, indepen-
diente de la entrada desconocida, es necesario desaco-
plar su efecto sobre & en (14), pues esta es la parte
del error de estimacién que corresponde a los estados
no medibles. Para obtener este desacoplamiento, se
lleva a cabo una nueva inyeccién de la salida pasiva
&1 =Sy en (14). Con esto se tiene que

(15)

&= (A1 4+ LiCy + K1) & + (A2 + LiCo) &+

_ +G1v + BTPBw ) -

Co= (A21+ LoCi + Ky) & + (Aza + LoCh) &
tGov L

z = (H1+N01+KN)§1+(H2+N02)§2.

(16)
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Seleccionando
Ky=-— (xzbl + EQCl) )
KN = *(Hl +NC’1) 9

y K tal que A3, L (All + 10,0 + Kl) es Hurwitz,
(16) se puede escribir entonces

5:1 = Ai1f1 +7(f_1712 + ch_lz) &+ Gv+ BTPBw ,
So= (Ao + L2Cy) & + Gov

z = (H2+Nc’2)§2’

V= 7¢ (’270) .

Debido a la estabilidad de (15) £&; — 0 exponen-
cialmente cuando ¢t — oo, y como Aj; es Hurwitz,
& — 0 cuando w — 0, o & es acotada cuando w lo
es también.

Por tanto, en las coordenadas originales, la inyeccion
total de salida Lt es

LTL+T1{§;}S (17)

y la inyeccién total N
Ny =N+ KNS (18)

El observador estd dado entonces por € (5), con Lp
y Np sustituyendo L y N, respectivamente. Ademds,
si se seleccionan las matrices D y E del observador
de acuerdo a

D—Tl{A(H,E—Tl[SOC], (19)

se sigue facilmente que th’m (Z (t) — z (t)) = 0 expo-
— 00
nencialmente rapido y uniformemente en w. m

Comentario 7 Ndtese que (10) implica que Q <0,
y por lo tanto la forma cuadrdtica de la no linealidad
w (¢, z) no es semipositiva definida, evitando este ca-
so trivial.

Comentario 8 La desigualdad (10) es en general
no lineal, pero bajo ciertas suposiciones es una LMI,
para cuya solucion existen algoritmos numéricos efi-
cientes. Considere por ejemplo que el término eP en
(10) puede sustituirse por el, donde I € R™™ es
propuesta tal que I = IT > 0. De esta manera, se
elimina un producto entre incégnitas y la convergen-
cia del estado estimado sigue siendo asintotica. Si
ademds R = 0, (10) es una LMI en P, PL, ¢, S,
N. Incluso, para el caso en que R # 0 algunas veces
es posible convertir el problema en uno con R = 0
mediante una transformacidn de lazo [4]. Por otro
lado, si N =0, (10) es una LMI en P, PL, ¢, S.

Comentario 9 Si no existe entrada desconocida
(w = 0), el diserio del OED sigue siendo vdlido, re-
duciéndose al presentado en [6], que aplica el criterio
del circulo a sistemas sin entradas desconocidas.
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5. Ejemplo

Se considera el siguiente sistema mecanico

N— k2

u —
w
b1j— m1 :/‘\/7—>
o - b2

Anl —»
x3, x4

x1, x2

donde x1, x2 representan respectivamente la posicién
y velocidad lineales de la masa m1 y 3, x4 la posicién
y velocidad lineales de la masa mo, respectivamente.
El elemento A,; es un amortiguador no lineal cuya
ecuacion es Fy,, = ¢y sign (z2) In (1 4 |z2]). Se con-
sidera una fuerza conocida u aplicada a m; y una
fuerza desconocida w aplicada a mg. Se asume que
se miden las variables (21, z4) y que se construird un
OED para estimar las variables (z2, x3).

Las ecuaciones en espacio de estados son

0 1 0 0
kitks _ bitbo ko b

V— mi mi mi ma

* 0 0 0 I
ko by _ ko ba
mo mo ma ma
0 0 0
1 _ 1 0
m m

S O R S K GO IR KT

0 0 e

Y1 =3, Yo = T4

P (U) =Cp sign (0) 111(1 + |O—D ) 0 =T

En este caso, la funcién ¢ de (6) es

¢ (z,0) =cpsign (o) In(1+ |o|) —
—cysign(oc+z)In(1+ |0+ z|)

Esta no linealidad est4 en el sector [—c,;, 0], es decir,
es (—17 —%cnl, 0) —disipativa, satisfaciendo la suposi-
ci6n (a) para Q = —1, S = —%cnl y R=0.

Los valores utilizados son: m; = 5 (kg), ma = 1 (kg),
k1 = 30 (N/m), ko = 10 (N/m), by = 4 (Ns/m),
by =2 (Ns/m), cny =5 (N).

De acuerdo al comentario 8, se propone I = I, y
como R = 0, la desigualdad (10) es una LMI, que
resuelta utilizando el LMI Toolbox de Matlab, se sa-
tisface entonces para los siguientes valores

e=08, N=[-005 0], S=[0, 1],

1donde I, es una matriz identidad de a X a.
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-17 0 12 -06 -81 0
35 —04 | —06 37 —18 0
L=t 16 -1 |'P=| 281 —18 131 0
0 —20 0 0 0o 1

Finalmente, las matrices D y E son?

| I3 031 | O3x1 O3x1
p=|g, o= ]

El observador disenado se implanté en simulacion,
considerando v =5 (N) y w =4sin (t) +2 (N) y en
la figura 1 se muestran los resultados obtenidos. Se
puede ver que la entrada desconocida aparece a los
10 (seg), y el error de observacién converge a cero
independientemente de ella.

10
— - conocida u
— desconocida w
51 — - no linealidad

Entradas

8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg)
T T i

Estados

| |

8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg)

. : .

T
— xl-xlestim
2 x2-x2estim

_ —— x3-x3estim
ok e _ _ xa-xa 1

Error= x - xestim

-4 L L L L L L I I I
12 14 16 18 20

8 10
Tiempo (seg)

Figura 1: Simulacion del OED disenado, donde z1,
x3 estdn en (m) y a2, 24 en (m/s)

6. Conclusiones

Se ha presentado un método de diseno de obser-
vadores con entradas desconocidas para una clase
grande de sistemas no lineales. Al conocer un poco
mas la estructura de esta clase de sistemas, las condi-
ciones de existencia establecidas por los autores en
[7] se pueden plantear por medio de una desigualdad
matricial lineal, la cual, al mismo tiempo proporciona
el diseno del OED. Esta metodologia puede ser apli-
cada también a sistemas que se puedan transformar
a la estructura considerada.

El aspecto computacional del método también es un
aspecto importante, dado que el diseno se basa en
una desigualdad matricial que en muchos casos es lin-
eal. De esta manera los diferentes algortimos numéri-
cos existentes para la solucién del LMIs pueden ser
utilizados para el diseno de estos observadores.

2donde Opy . es una matriz de ceros de b x c.
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Finalmente, desde el punto de vista tedrico, el resul-
tado de este trabajo proporciona la unificacién de di-
versos métodos de diseno de observadores no lineales
para sistemas con entradas desconocidas y sin ellas
utilizando la teoria de disipatividad.
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